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Breve analisis de las ecuaciones diferenciales con retardo

Resumen

El objetivo de la presente investigacion, fue realizar un breve analisis de las ecuaciones
diferenciales con retardo, ya que son aplicadas en muchas situaciones en las que la modelizacién
de problemas considera plantear un sistema de ecuaciones diferenciales con retorno. Para ello, se
realizo la basqueda basadas en las variables del estudio a través de una seleccién de informacion
con criterio y rigor cientifico, que fueron obtenidas de bases de datos especializadas. La
informacidn fue seleccionada durante los meses de abril, mayo y junio del 2022, considerando
dimensiones tales como metodos, areas de aplicacion y teoremas aplicados. La informacion
seleccionada fue referenciada a través de las normas APA en 7ma version y fueron filtradas,
analizadas, contrastadas y sintetizadas por parte de los investigadores del estudio. Finalmente, a
través de la discusion, se establecieron las conclusiones que permitieron establecer que las
Ecuaciones diferenciales con retardo pueden ser aplicadas en un gran espectro de areas y nos
permiten predecir escenarios ajustados a la realidad; sin embargo, requieren métodos complejos
para obtener soluciones a través de una aproximacion numeérica.

Palabras Clave: andlisis; ecuaciones diferenciales; retardo; método; teorema.

Abstract

The objective of the present investigation was to carry out a brief analysis of differential equations
with delay, since they are applied in many situations in which the modeling of problems considers
proposing a system of differential equations with return. For this, the search was carried out based
on the study variables through a selection of information with scientific criteria and rigor, which
were obtained from specialized databases. The information was selected during the months of
April, May and June 2022, considering dimensions such as methods, areas of application and
applied theorems. The selected information was referenced through the APA standards in the 7th
version and was filtered, analyzed, contrasted and synthesized by the study researchers. Finally,
through the discussion, the conclusions were established that allowed establishing that differential
equations with delay can be applied in a wide spectrum of areas and allow us to predict scenarios
adjusted to reality; however, they require complex methods to obtain solutions through numerical
approximation.

Keywords: analysis; differential equations; time delay; method; theorem.
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Resumo

O objetivo da presente investigacdo foi realizar uma breve analise de equacdes diferenciais com
atraso, uma vez que sdo aplicadas em muitas situaces em que a modelagem de problemas
considera propor um sistema de equagdes diferenciais com retorno. Para isso, a busca foi realizada
com base nas varidveis do estudo por meio de uma selecdo de informagdes com critério e rigor
cientifico, as quais foram obtidas em bases de dados especializadas. As informacbes foram
selecionadas durante os meses de abril, maio e junho de 2022, considerando dimensfes como
métodos, &reas de aplicagdo e teoremas aplicados. As informacgdes selecionadas foram
referenciadas por meio das normas da APA na 72 versdo e filtradas, analisadas, contrastadas e
sintetizadas pelos pesquisadores do estudo. Por fim, atraves da discussdo, foram estabelecidas as
conclusdes que permitiram estabelecer que equacdes diferenciais com atraso podem ser aplicadas
em um amplo espectro de &reas e permitem prever cendrios ajustados a realidade; entretanto,
requerem métodos complexos para obter solugdes por meio de aproximagdo numérica.

Palavras-chave: andlise; equac6es diferenciais; atraso de tempo; método; teorema.

Introduccion

En la docencia universitaria, los docentes de matematicas y fisica, deben motivar a sus estudiantes
a través de alternativas, a fin de continuar mejorando su quehacer educativo, por lo que hallar
modelos didacticos, es una constante a fin de permitir motivacion en los estudiantes y lograr la
adquisicién de nuevas competencias, aprovechando todos y cada uno de los recursos que se
disponen, e incidir en que la clase tenga una mejor aceptacion y comprension, sin importar su nivel
de complejidad. Actualmente, el avance de las ecuaciones diferenciales es extenso, ya que se puede
encontrar con una gran cantidad de problemas que han permitido una gran variedad de estudios en
matematicas puras; y se ha constituido en una importante herramienta para modelizar fenémenos
de diversas indoles; donde se puede describir desde procesos meteorologicos hasta problemas
relacionados con la aparicion o desaparicion de especies en competencia.

El origen de las Ecuaciones Diferenciales, lo encontramos en la formulacion Newtoniana de
algunos problemas fisicos, en particular en la solucion del problema gravitacional, psin olvidar que
siempre ha estado ligada a los nombres de Newton y Leibnitz a las ecuaciones diferenciales. En el
afio 1671 Newton escribe en su libro de calculo diferencial un método para resolver un problema

de valor inicial mediante series construidas mediante un proceso iterativo; sin embargo, los trabajos
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mas significativos con respecto a la solucion de ecuaciones diferenciales, se encuentran en los
Principia mathematica, donde se presenta la ley de gravitacion universal como una ecuacion
diferencial. Por otra parte, Leibnitz se inscribe en las ecuaciones diferenciales para tratar de
resolver problemas geométricos sobre tangentes inversas. Para estudiar las ecuaciones
diferenciales, se pueden clasificar en ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones
diferenciales parciales.

La ecuacion diferencial funcional mas simple y méas natural, es la ecuacion diferencial ordinaria
con tiempo de retardo (Hutchinson, 1948), la cual puede ser usada para expresar alguna derivada
de la funcion desconocida en el tiempo t en términos de la ocurrencia de la misma en instantes
anteriores.

En diversos problemas fisicos y bioldgicos, existen modelos que son descritos en términos de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, la teoria de las ecuaciones diferenciales abarca
también un campo muy importante que corresponde a las ecuaciones diferenciales con retardo
(EDR) la cual se ocupa de modelos donde la variacion de la variable de estado x con el tiempo
depende en cada instante t no s6lo de x(t) sino también de los valores de X en instantes anteriores.
Avilaetal. (2010) sostiene que existen muchas situaciones en las que la modelizacién de problemas
de ciencias en general, donde se considera plantear uno o un sistema de ecuaciones diferenciales
enmarcadas en diferentes esquemas y tipos de acuerdo con la estructura, el orden que pueden
involucrar derivadas parciales o totales, que solo en ciertos casos se puede encontrar una solucién
analitica y en muchas ocasiones los modelos matematicos involucran ecuaciones diferenciales para
las que no se cuenta con soluciones analiticas. Por lo que se debe recurrir a otros métodos. Sin
embargo, aplicar los métodos numéricos requiere de un analisis cuidadoso que garanticen que la
aproximacion a la solucién buscada, ya que se puede incurrir en errores de medicion de datos y de
redondeo en los calculos

Aceituno Muriel (2021) indica que los modelos utilizados para desarrollar la dinamica de
poblaciones, suponen que los organismos reaccionan inmediatamente a la presencia de estimulos.
Algunos ejemplos conocidos son los modelos de Verhulst, Schafer o Gordon. Pero basarse en esta
respuesta inmediata de los organismos no es del todo correcto. Por ejemplo: los alimentos
consumidos por los animales en la naturaleza no se recuperan de forma inmediata, sino que

requeriran de un cierto tiempo para hacerlo. Por esta razon, muchos de los sucesos que ocurren en
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la naturaleza son modelados mediante ecuaciones diferenciales con retardo.

Metodologia

El presente estudio, hace un breve analisis sobre las ecuaciones diferenciales con retardo. Para ello,

se ha realizado una seleccidn de estudios a través de una busqueda en la que se consideré estudios

en diferentes areas de aplicacion debido a su amplia cobertura de aplicacion de la variable del

estudio con informacién de primer y segundo nivel, las cuales fueron revisadas en bases de datos

especializadas como Scopus, Redalyc, Scielo y Google Scholar. La revision de la informacién fue

realizada durante los meses abril, mayo y junio del afio del 2022.

Los descriptores (palabras claves) de busqueda que fueron utilizados, se basaron en las variables

del tema de estudio, asi ingenieria, economia, quimica, fisica, logistica; mientras que sus las

basquedas fundamentales fueron cubiertas por las variables: como también las ciencias en las

cuales pueden ser aplicadas; entre ellas tenemos: ecuaciones diferenciales con retardo aplicacion,

y se consider6 como dimensiones de adicionales a los métodos, teoremas, lineales, no lineales y

ordinarias.

Para la busqueda en la mineria de informacion se utilizo el siguiente orden metodoldgico:

o Identificacion de variables en el contexto de estudio

e Anadlisis y filtrado de informacion, a fin de extraer la informacion pertinente al contexto del
estudio planteado.

e Sintesis de informacion, a fin de ordenarla en base a las variables, para posterior continuar con
la combinacion de informacion relevante al estudio.

e Finalizada la busqueda, se continu6 con la seleccion, precision, relevancia, utilidad,
credibilidad y experiencia de los autores.

e Se selecciono varios estudios enmarcados en los criterios de seleccion, para proseguir con la
lectura critica de los documentos.

e Lainformacion seleccionada, fue condicionada en base a sus evidencias concluyentes; asi como
por su adaptacion a nuestro contexto de estudio.

e Las busquedas fueron realizadas por los autores de la investigacion.

Para realizar las referenciar bibliograficas, generacion de la bibliografia, se utilizé6 un gestor

bibliografico denominado Mendey aplicando las normas APA 7ma versidn. Se evaluaron varias

Pol. Con. (Edicién nim. 70) Vol. 7, No 7, Julio 2022, pp. 2639-2651, ISSN: 2550 - 682X



Breve analisis de las ecuaciones diferenciales con retardo

tesis de pregrado, postgrado y articulos cientificos, los mismos que cumplieron con los criterios de

seleccion, para finalmente realizar el respectivo contraste de la informacion a través de la discusion.

Discusion

Liz Marzan (2006) indica que la interpretacion aproximada en fendmenos naturales ha introducido
ciertos tipos de ecuaciones diferenciales en la variable temporal denominada como retardos,
haciendo que dichas ecuaciones y sus soluciones tengan un comportamiento ajustados con la
realidad, las mismas que requieren de métodos complejos para llegar a una solucién a través de
una aproximacion numerica

Ruiz Gonzélez et al. (2016) menciona que a la hora de estudiar los modelos de quimiostato, existe
la posibilidad de considerar un retardo de tal forma que quede explicado el crecimiento oscilatorio
de los microorganismos. En este aspecto los retardos son naturales en sistemas biologicos, ya que
permiten la coexistencia de poblaciones en competicion como solucion periédica no forzada y se
justifican debido a que el comportamiento de los sistemas dindmicos depende del presente y de su
historico.

Natalia & Bonilla (2016) mencionan que el uso de las ecuaciones diferenciales con retardo discreto,
tiene un amplio campo de aplicacion; por lo que no es posible encontrar de manera analitica una
solucidén. Sostiene que se debe hacer uso de métodos numéricos y de recursos computacionales
para realizar los respectivos calculos, conociendo las limitaciones que impone en la estabilidad de
dichas ecuaciones. Indica que el analisis aplicado a las soluciones para su descripcion, debe ser
similar a una ecuacion diferencial ordinaria; sin embargo, la complejidad agregada por el retardo
es considerable, pues debe considerarse soluciones en funcion de t , y estudiar productos de los
parametros con el retardo.

Lance (2021) concluye que las ecuaciones diferenciales con retardo, son sumamente interesante de
explorar, ya que modelizan un modo més riguroso de muchas situaciones del mundo real, donde
no se puede ignorar la existencia de retardos en la transferencia de informacion, pues pueden
cambiar dréasticamente su comportamiento en un sistema frente a la alternativa de no tener en
cuenta la existencia dicho retardo que pueden tener un comportamiento oscilatorio en las
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Romero & Cruz (2017) en su investigacion acerca de Estructurado por Sexo para el Estado Libre

de Infeccion desarrollado mediante las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) y las

Pol. Con. (Edicion num. 70) Vol. 7, No 7, Julio 2022, pp. 2639-2651, ISSN: 2550 - 682X



Bladimir Enrique Urgiles Rodriguez, Katherine Gissel Tixi Gallegos, Fernando Ricardo Marquez
Safay, Marcelo Eduardo Allauca Pefafiel

Ecuaciones Diferenciales con Retardo (EDR)aplicado a la Salud Publica del Peru, concluye que
Matematicamente, el Sistema EDO vy el Sistema EDR, poseen la estabilidad local y la estabilidad
absoluta para el punto libre de Infeccion, ya que ambos sistemas nos permite modelar la dindmica
de transmision de una enfermedad infecciosa (Susceptible-Infectado). EI modelamiento en EDO
nos permite conocer el comportamiento de cuando el contagio es inmediato; mientras que el
modelamiento EDR nos permite conocer, cuando se considere el periodo latente adecuado.

(Pino Romero et al., 2019) en su investigacion denominada Solucion Uniformemente Acotada y
Estabilidad Asintotica del Punto Libre de Infeccion de un Modelo Matematico SI con Dindmica
Vital (crecimiento logistico) mediante las Ecuaciones Diferenciales con Retardo; concluye que el
modelo matemaético SI con dindmica vital mediante las EDR permiten analizar la interaccion entre
las poblaciones de susceptibles de infectados considerando el periodo de incubacion que posee la
enfermedad del VIH/SIDA, por lo cual el estado libre de infeccion debe situarse en la evolucion
de la enfermedad, obteniendo una mejor aproximacion de la realidad sobre una enfermedad
infecciosa.

(Mirian & Villafuerte, 2017) en su tesis denominada ECUACION DE REACCION-DIFUSION
EN DERIVADAS PARCIALES CON RETARDO Y APLICACION DE LAS SERIES
INFINITAS, encontr6 la solucion para la ecuacion de Reaccion-Difusion con Retardo en forma de
serie infinita dado por v (t; ) = X 1 + X 2 + X 3 + X 4; dicha solucion fue obtenida mediante
método de Fourier, el cual permitid obtener soluciones exactas y de aproximaciones numéricas, es
decir se obtuvo una herramienta para resolver problemas mixtos para ecuaciones en derivadas
parciales con retardo y con coeficientes constantes.

(Avila et al., 2010) La ecuacion de Hutchinson considera que los efectos en la poblacién dependen
de un tiempo anterior en lugar del tiempo presente t. Con el objeto de tener un modelo mas realista
debemos considerar que el retardo dependa de un promedio de todos los tiempos anteriores, y la
ecuacion que resulta entonces se le conoce como una ecuacion con retardo distribuido o con retardo
infinito.

(Garay Gonzales, 2020) en su tesis sobre un Modelo matematico depredador - presa utilizando
ecuaciones diferenciales ordinarias con retardo, concluye que el analisis de estabilidad lineal en
ausencia de retardo, para la funciébn mondtona de crecimiento de la presa, el equilibrio de
coexistencia es un centro, pero si la funcion de crecimiento de la presa es logistica, entonces el

equilibrio de coexistencia es localmente asintoticamente estable si B < yk y no existe si B > yk. Si
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se muestra que t > 0, por lo que surge una solucion periodica en el caso de la funcion de crecimiento
mondtona de la presa, ya que la bifurcacién de Hopf ocurre sin ninguna condicién. En el caso del
crecimiento logistico de presas cuando t > 0 la solucidon periddica es posible a través de la
bifurcacion de Hopf bajo ciertas condiciones.

Bel (2014) menciona que otro método que permite el estudio de soluciones oscilatorias en
ecuaciones diferenciales con y sin retardo, es la metodologia en frecuencia que generaliza los
resultados existentes y permite a través de la teoria de singularidades describir distintos escenarios
dindmicos relacionados con bifurcaciones de Hopf generalizadas.

(Trujillo Valencia, 2016) indica que en la aplicacion del método de transformacion diferencia a
ecuaciones con retardo utilizando ejemplos elementales permitieron ilustrar y comparar su solucién
con la solucion determinada por métodos analiticos, donde se visualizd el comportamiento de la
convergencia de las soluciones. Posteriormente generaliza el método para aplicarlo a sistemas de
ecuaciones diferenciales con retardo, lo que mostr6 nuevamente la rapida convergencia en
comparacion con su solucion exacta.

(Itovich et al., 2019) en su estudio indican que las ecuaciones diferenciales con retardos pueden
estudiarse a traves de la aplicacion de la metodologia en el dominio frecuencia, mediante el teorema
de bifurcacion de Hopf Gréfico, a fin de obtener aproximaciones de las soluciones periddicas
emergentes con formulas cerradas de diferentes 6rdenes de precision. Analizandolas con una
ecuacion diferencial lineal con retardos y coeficientes periddicos. En su investigacion han
implementado dos metodologias: una basada en un método de colocacién de polinomios de
Chebyshev y otra mixta denominada de semidiscretizacion. EI método con polinomios de
Chebyshev le permitié avanzar en la determinacion de bifurcaciones de ciclos en diferentes
modelos; mientras que el método de semidiscretizacion le permitié abordar el problema de
estabilidad en ecuaciones diferenciales lineales con varios retardos, independientes entre si.

Leiva (2009) en su investigacién indica que contd con las condiciones adecuadas garantizar la
controlabilidad exacta de una Ecuacion de Onda no lineal, cuyas condiciones de borde son de tipo
Dirichlet y la no-linealidad esta determinada a traveés de un término integral que incluye una
expresion con retardo. Donde considerd una ecuacion como un sistema abstracto, ordinario, no
lineal de primer orden en un espacio de Hilbert, el cual fue convenientemente seleccionado.
Zacatenco et al. (2018) en su estudio, por primera vez lograron obtener diagramas de estabilidad

en los planos paramétricos de la ecuacion de Hill con retardo, sin la restriccion de » = 1. donde Se
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representan diferentes comportamientos que van de la mano de una configuracion del retardo y la
excitacion paramétrica. Su logro mas relevante, fue la aparicion de una region de estabilidad no
observada en el caso sin retardo. Al utilizar el método de Walsh, les permitié caracterizar el retardo
de una forma natural, simplificando y reduciendo el orden de la aproximacion, compensando una
menor velocidad de convergencia de las aproximaciones por funciones de Walsh con respecto a las
aproximaciones por funciones de Fourier o polinomios de Chebyshev.

Franco (2013) a traves de su tesis denominada Dindamica de Sistemas Ingenieriles con Retardos
Temporales, sostiene gque se ha desarrollado una extension del método dado por el teorema grafico
de bifurcacion de Hopf, lo que permitio el analisis de bifurcaciones locales en una amplia variedad
de ecuaciones diferenciales funcionales retardadas. En su estudio mostré como el método Hopf,
puede utilizarse para obtener aproximaciones de la amplitud y frecuencia de las oscilaciones que
aparecen en EDFRs, tomando como ejemplos distintos modelos del oscilador de van der Pol con
retardos. Ademas, para balances armoénicos de alto orden indica que pueden utilizarse las mismas
férmulas que para sistemas EDOs, como las que se encuentran en (Moiola & Chen, 1996; Robbio
etal., 2007).

Vicente Morocho & Panta Palacios (2019) en su tesis doctoral denominada PROPUESTA DE UN
MODELO MATEMATICO PARA CONTROLAR LA PROPAGACION DEL DENGUE EN LA
CIUDAD DE PIURA, menciona que las EDR, tienen una amplia gama de posibilidades para su
uso, pues se puede demostrar de manera realista al considerar intervalos de tiempo necesarios para
gue exista una interaccion apropiada entre los diversos componentes del sistema objeto de estudio,
por lo que, la propuesta con el modelo matematico basado en el método explicito de Runge-Kutta,
concluyé que queda probada la consistencia mas no su convergencia, pues todo método de Runge
Kutta explicito de orden 4, para problemas no lineales no cumple con la estabilidad. Lo cual es un
problema abierto para trabajos futuros.

Valencia et al. (2016) En su estudio presentan un modelo basado en ecuaciones diferenciales, que
evalUa el efecto de variar la magnitud del retardo de informacion que afecta cooperacion en un
mecanismo de cooperacion basado en confianza, para promover la adopcion de tecnologias de
consumo de electricidad eficientes donde se estudié un modelo de simulacion en Dindmica de
Sistemas para estudiar los efectos de los retardos en la promocion de la cooperacion para reducir

las emisiones de CO2 mediante la adopcion de tecnologias de consumo de energia eficientes. Las
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simulaciones obtenidas sugieren que a mayor magnitud en el retardo de informacién menor es la
accion colectiva alcanzada.

Jiménez-Calvillo & Campos-Cantdén (2018) analizan el efecto de retardo de tiempo en una ecuacion
diferencial de primer orden, donde el tiempo de retardo junto la amplitud de la ecuacion de primer
orden, genera tres tipos de respuesta. En primer lugar, la clasica respuesta de una ecuacion de
primer de forma exponencial, para tiempos de retardo muy pequefios, una segunda respuesta, como
una ecuacion diferencial de segundo orden y finalmente una respuesta de un armonico oscilador.
Con la ayuda de Matlab-Simulink, se implementé el retraso de tiempo, asi como la simulacion de
la ecuacion diferencial de primer orden a diferentes condiciones iniciales, donde los resultados
experimentales obtenidos concuerdan con el andlisis tedrico que realizaron.

Albornoz et al. (2010) proponen un modelo enzimatico discreto, el cual incluye tiempos de
procesamiento y recuperacion para considerar de forma simple los cambios conformacionales que
ocurren durante el ciclo catalitico y sus efectos en la dindmica resultante. EI modelo discreto
concuerda con el modelo continuo con retardo, cuando se exponen a grandes nimeros de
moléculas; mientras que cuando es pequefio, el modelo discreto exhibe las discontinuidades
asociadas a la naturaleza discreta de las reacciones a escalas microscépicas. EI modelo discreto
representa una herramienta de modelado y simulacion, el cual evita la complejidad de la simulacion
estocastica, sin adolecer de las deficiencias de los modelos basados en ecuaciones diferenciales;
esta caracteristica es especialmente importante cuando se consideran sistemas biol6gicos que

operan en volimenes muy pequefios, como es el caso de las organelas.

Conclusién

A través del breve anélisis de las ecuaciones diferenciales, se pudo observar el uso de diferentes
métodos a fin de comprobar analisis teoricos, establecidos por teoremas para de comprobar si las
propuestas pueden en algunos casos comprobar o rechazar soluciones con comportamientos
ajustados a la realidad que fueron establecidos a través de modelos matematicos. Ademas, la
variable de retardo implica un campo amplio de aplicacion que es determinado por las dimensiones
o criterios que pueden direccionar diferentes conclusiones los cuales pueden variar drasticamente
en las ecuaciones diferenciales ordinarias; asi también que requieren de metodos complejos para
obtener soluciones a través de una aproximacion numérica. Por otra parte, el estudio de la

aplicacion de las ecuaciones diferenciales con retorno, ha permitido obtener aproximaciones de la
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realidad en el &rea de la salud publica, mediante la aplicacién de soluciones con modelos que

analizan las interacciones de una poblacion con respecto a una afeccion.
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